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Matematicka analvza: derivace funkce, prubéh funkce

Derivace funkce v bodé

Je-li funkce f definovana v okoli bodu Xp a existuje-li limita lim M

X=Xo X=X

, hazyvame ji
0
derivaci funkce f v bodé Xo. Znagime ji f'(x,).

Geometricky vyznam derivace funkce v bodé: f ’(XO) odpovida smérnici teény s bodem
dotyku T[Xo, f(Xo0)].

Derivace jako funkce
Je-li f funkce, kterd mé derivaci f'(x,) v kazdém bodé& X jisté mnoziny M € D, , potom je na

mnoZin& M definovéna funkce, ktera kazdému x, € M pfifazuje pravé jedno ¢islo '(x, ).

Tuto funkci zna¢ime f', je to derivace funkce f, chapana jako funkce.

Véty o derivacich funkei
V1: Ma-li funkce f v bodé Xo derivaci, je v tomto bod¢ spojita.

V2: Vzorce pro derivace zakladnich elementarnich funkci:
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loga*(a>0) L x € (0; +o)
xlna
sin X COS X X € (—o0; +o0)
COS X -sin x X € (—o0; +00)
tg x 12 X e (—z;zj+kﬁkez
COS“ X 2 2
cot g X — _12 xe (O;7r)+ krkeZ
sin“ x




V3: Jestlize funkce U, v maji derivaci v kazdém bodé x € M , pak vzorce pro derivaci souctu,
rozdilu, soucinu a podilu téchto funkci plati pro vSechna x € M (u podilu za ptedpokladu, ze
g(X) # 0) a strucné je zapisujeme takto:

a) (U+v) =u' +V’

V4: Jestlize je déna slozena funkce je dana slozena funkce F(x)= f(g(x)), pficemz vnitini
funkce g ma derivaci v kazdém bodé¢ x € M a vnéjsi funkce f ma derivaci f' odpovidajicim
bodé u = g(x), pak slozena funkce F = f(g(x)) ma derivaci F'v kazdém bodé x € M , pro
niz plati F'(x)= f'(u)-g'(x).

1. Napiste rovnici teény ke grafu funkce f (X) = x* —x+1 v bodé T[-2; y]. Urcete
vzajemnou polohu grafu funkce a tecny.
Reseni:
5X+ Yy +4 =0 graf funkce je nad tecnou

2. Zderivujte funkce:

1+x-x°
) =1

b) f(x)=sinx-cosx

c) f(x)=x*-cotgx

1+e”

d) f(x)=
) f)=1—0
COS X

f(x)=
2 (X) 1-sinx

f) f(x)=x-logx



Reseni:

) 100-p2o

b) f'(x)=cos2x

&) t(x)= x(sin 2x — x)

sin? x
1
d) f'(x)=
) (X) 1-sinx
&) £/(x)=—22

1
f'(x)=1 —
f) f/(x)=logx+—o
. Zderivujte slozené funkce a upravte:
a) f(x)=cos’3x
b) f(x)=sin®(5x-3)

¢) f(x)=In(sinx)

x® +1
d) f(x)= -
eX

e) f(x)=1In ]

f) f(x)=+/sinx-cosx

9) f(x)= Bix

h) f (X) — ecosx

i) f(x)=i

In x

j) f(x)=e*



Reseni:
a) f'(x)=-3sin6x
b) f'(x)=15sin(5x —3)cos(5x —3)

c) f'(x)=cotgx

(L-x)

vy (x=1)

&) F'(x)== 77
(o) COS2X
i (X _\/2sin2x
g) f'(x)=—Ze”

h) f'(x)=—sinx-e®>

) £/(x)=——1;

xIn<x

i) fi(x)=@-2x)-e



Vyuziti diferencialniho poctu k vySetirovani pribéhu funkce

V1: Necht' funkce f ma v kazdém bodé X (a; b) derivaci f°(x).Pak plati:
a) Je-li '(x)>0 prokazdé x e (a;b), je funkce f rostouci na (a;b).

b) Je-li f'(x)<0 pro kazdé x  (a;b), je funkce f klesajici na (a;b).

V2: (nutna podminka pro lokalni extrém - Fermatova véta)
Ma-li funkce f v bod¢ xg lokalni extrém a existuje-li v tomto bodé derivace 1”(Xo), pak je
f'(x)=0.

V3: (postacujici podminka pro lokalni extrém)

Necht Xo je bod, ve kterém f'(x)=0. Je-li funkce f spojita v n&jakém okoli bodu Xo a mé-Ii
derivaci v kazdém bod¢ x # Xp tohoto okoli, pak:

a) jestlize znaménko derivace f '(X) se meéni v bod¢€ Xy ze zaporného na kladné (z kladného na
zaporné) ma funkce v bodé¢ Xp ostré lokalni minimum (ostré lokalni maximum).

b) jestlize v bodé xo neméni f'(x) znaménko, nemé funkce f v bod& X, lokélni extrém.

4. Zjistéte, ve kterych intervalech roste a ve kterych klesa funkce, jestlize
f(x)=5x® —6x°> —15x*.
Reseni:

roste v (—1,0) U (2;+ ), klesd v (-0, —1) U (0;2)

5. Nadrtnéte graf funkce f, znate-li lim f(x)a lim f(x):

X—>+00

a) f(x)=x"—2x* lim f(x)=+oc; lim f(x)=+co

X—>+00

b) f(x)=x*-3x=2; lim f(x)=+oc; lim f(x)=—o0

X—>+0 X—>—00

2X

c) f(x):1_+7; Xliﬂlof(x):(); XIiﬁrpoof(x):o
Reseni:
A
a) y
X

>
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