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Cela a realna cisla

N/

Cisla, s nimiz pracujeme v matematice, mohou byt z riiznych mnozin —

N prirozena,

/ celj,

Q racionalni,

R redln3,

C komplexni,
atd.

Tyto mnoziny jsou v inkluzi: NCZCQCRcCC.



Cisla v pocitaci

Programy v pocitaci mohou pracovat s Cisly z libovolné Ciselné mnoziny.
Zalezi na softwarovych knihovnach, které jsou v programech pouzity.

Samotny procesor, do jehoz instrukci se programy prekladaji, vsak zpravidla podporuje jen tfi
Ciselné typy:
* (Cela cCisla beze znaménka — nezaporna cela disla,
* (Cela cisla se znaménkem — cela ¢Cisla, kladna i zaporn4,
* Necela cisla v pohyblivé radové carce — redlna cCisla tvaru £=m - 2°¢
V tomto Ciselném typu je mantisa m v kédu dvoji nuly
a exponent e je v kodu posunuté nuly.

Velikost a presnost Cisel, s nimiz m{ize procesor pracovat, je omezena délkou slova.



Nezaporna cela Cisla

Cela cisla bez znaménka jsou v pocitaci ulozena ve dvojkové soustavé primo.
Tato reprezentace se nazyva primy kod.

Velikost zobrazitelného Cisla je omezena délkou slova, s nimz pracuje procesor.
Naptiklad 32bitovy procesor pracuje s celymi &isly bez znaménka z intervalu (0, 232 — 1),

64bitovy procesor s &isly z intervalu (0, 2°% — 1),

V programovacich jazycich maji celd Cisla bez znaménka sviij typ,
napr. v jazyce C je to typ unsigned int.



Nezaporna cela Cisla v primém kodu

Priklad: Kdyby byla délka slova jen 3 bity (misto obvyklych 64 biti), pracovali bychom
s osmi celymi Cisly bez znaménka, od 0 do 7.

primy
kéd

111
110
101
100
011
010
001
000
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Cvi¢eni:  Seltéte ve dvojkové soustavé 2 + 5. Cisla jsou v pfimém kédu (jako celd bez
znaménka) ve ttibitovém slové.



Cela Cisla

Cela cisla se znaménkem, kladna i zaporna.
Jejich velikost je omezena délkou slova procesoru na interval, v jehoz stredu je nula.

Nap¥iklad 32bitovy procesor pracuje s celymi &isly se znaménkem z intervalu (—231 231 — 1),
64bitovy procesor s &isly z intervalu (=203, 203 — 1),



Cela Cisla v primém kodu s dvoji nulou

Nejvyssi bit Cisla ma vyznam znaménka a zbyvajici bity jsou dvojkové Cislice.
Znaménko plus u kladného ¢Cisla je 0, Cislo je za nim v primém kodu.

Znaménko minus u zaporného Cisla je bit 1, absolutni hodnota Cisla je za nim v p
Nula mize mit oboji znaménko.

To vSak znamena dvé riizné reprezentace nuly:

kladna nula  +0 = 0000...000
zaporna nula —0 = 1000...000.



Cela Cisla v primém kodu s dvoji nulou

Priklad:

Ve slové o délce 3 bity jsou Cisla od —3 do 3
v primém kodu se znaménkem a dvoji nulou.

dvlojl’
3| 011
21 010
1| 001
+0 | 000
—0| 100
—1| 101
-2 | 110
-3 111




Instrukce pocitajici s celymi Cisly musi byt co nejefektivnéjsi. Pfimy kod se dvoji nulou je pro
né nevyhodny, protoze pri kazdé operaci a porovnavani musi oSetfovat vice pripadi.
Misto kodu se dvoji nulou se pouziva kéd dvojkového doplnku.

Primy kéd s dvoji nulou se pouzivad u mantisy Cisel v pohyblivé Fadové carce.
Instrukce pocitajici s desetinnymi Cisly jsou pomalejsi a slozitéjsi zachazeni s nulou se na jejich
efektivnosti neprojevi.



Cela Cisla v kédu dvojkového doplnku

Procesory pocitaji s celymi Cisly v tzv. kédu dvojkového doplnku:
Nezaporné Cisla jsou zapsana stejné jako v pfimém kodu,
—1 ma vSechny bity jednickové,
—2 vznikne odecCtenim jednicky od —1,
—3 vznikne odectenim jednicky od —2,
atd., odecita se po jednicce, ...,

nejmensi zobrazitelné Cislo ma nejvyssi (znaménkovy) bit jednicku a jinak samé nuly.

To znamenad, ze nejvyssi bit je opét znaménkovy:
nezaporna Cisla maji znaménkovy bit 0,
zaporna cisla maji znaménkovy bit 1.

V programovacich jazycich maji celd Cisla bez znaménka sviij typ,
napr. v jazyce C je to typ signed int.



Kod dvojkového doplnku

dvojkovy

doplnék

Priklad: Kdyby byla délka slova jen 3 bity (misto obvyklych 3 Opl 1
64 bitii), pracovali bychom s osmi celymi ¢isly od —4 do 3. >1 010
1| 001

0| 000

—1] 111

-2 110

-3 ] 101

—4 1 100

Dvojkovy doplnék ma vyhodu pri s€itani a odcitani zapornych a kladnych Cisel:
Nemusime se starat o znaménko a mizeme se zapornymi Cisly zachazet stejné jako s kladnymi.
Se znaménkovym bitem pracujeme stejné, jako by to byl bit v Cisle.

P¥iklad: Ve tribitovém slové od¢itdme 1 — 3: 1 = 001
-3 = 101
—2 = 110




Kod dvojkového doplnku

Cviceni: Ve Ctyrbitovych slovech jsou ulozena cela cCisla od —8 do 7 v kédu dvojkového
doplnku. Napiste jejich kédy.

Cviceni:  Historicky pocitaC PDP 11 mél délku slova 16 bitl a Cisla typu signed int mél
ulozena v jednom slové v kédu dvojkového doplnku. Urcete jejich rozsah.

Cvi€eni: S cislem ulozenym v kédu dvojkového doplnku provedeme postupné tyto operace:

1. vSechny jednickové bity zménime na nulové a naopak (vcetné znaménkového bitu)
2. k vysledku pri¢teme Cislo 1

Co se po téchto dvou operacich stane s pivodnim celym cislem?



Kod dvojkového doplnku

Pri sCitani a odCitani se se znaménkovym bitem zachazi stejné jako s Cislicemi za nim.

Cviceni: Ve Ctyrbitovém slové seCtéte po bitech dvojice Cisel:

2+4, (-2)+(-5), (=5)+6, 2+ (-5).
Vysledna Ctyrbitova slova prevedte zpét na Cisla v desitkové soustavé.

PreteCeni rozsahu lze rozpoznat a osetrit, ale lze je také ignorovat.
Pri ignorovani preteCeni dostavame korektni vysledky v modularni aritmetice.

Cviceni: Ve Ctyrbitovém slové seCtéte po bitech dvojice Cisel:

3+6, (=5)+(-7)
Vysledna Ctyrbitova slova prevedte zpét na Cisla v desitkové soustavé.



Poznamka: Hodnotu cisla zapsaného w bity v kddu dvojkového dopliku lze spocitat stejné
jako u &isla v ptimém kédu, ale hodnotu nejvyssiho bitu bereme zaporné, tedy —2% 1.

Naptiklad —3 ve tfech bitech je 101 = 1-(—22)+0-21 +1.29



Cela Cisla v kédu posunuté nuly

Koéd posunuté nuly je podobny pfimému kdédu, ale nula je posunuta na pozici néjakého
kladného cisla (obvykle do stfedu intervalu).

Priklad: Nula posunutd o +3

ve slové o délce 3 bity. ol
4] 111
3| 110
2| 101
1| 100
0| 011
~1| 010
-2 001
~3 000

Posunuta nula se pouziva relativné malo, ale dilezité je jeji vyuziti pfi zapisu exponentu
v zobrazeni realnych Cisel v pohyblivé carce.



Dvojkovy doplnék a posunuta nula

Vyhody kédu dvojkového doplnku:

* Scitat a odditat Cisla lze primo, jako by znaménko bylo dvojkovou Cislici. P¥i pfipadném
preteceni rozsahu je ziskany vysledek platnym souétem/rozdilem v modularni aritmetice.

* nezdpornd Cisla jsou reprezentovana stejné jako primé zobrazeni bezeznaménkového disla.

Vyhoda posunuté nuly:

/7 V7

* Porovnani Cisel podle velikosti funguje stejné jako v primém kédu a se znaménkem se
pracuje jako s dvojkovou Cislici: nezaporna Cisla jsou vétsi nez zaporna cisla.



Ve Ctyrbitovém slové

- primy kéd,

- primy kod s dvoji
nulou,

- posunuta nula o 8

- dvojkovy doplnék

vypadaji takto:

primy
kéd

dvoji
nula

e Y e e
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1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000
0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000

0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000
1000

1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

posunuta
nula

1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000
0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000

dvojkovy
doplnék

0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000
1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000
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Realna cisla

Realna cisla obecné nelze ulozit zcela presné, ani kdyz je bereme jen z omezeného intervalu.
Staci-li nam vsak pracovat s redlnymi Cisly, ktera jsou nejen z omezeného intervalu, ale navic

jsou zaokrouhlena jen na urcitou presnost, bude ndm k jejich vyjadreni stacit jedno pocitacové
slovo.

Napriklad podle normy IEEE 754 |ze do pocitacového slova ulozit
° nulu,
* nenulova realna Cisla

- lezici v predem daném (dostatecné velkém) intervalu,
- zaokrouhlend na urcity pocet platnych dislic,

* i zvlastni neciselné hodnoty +o00, —o0, L.

Toto ulozeni Cisel v pocitaci se nazyvd pohybliva radova carka
a je datovym tvarem vyjadreni Cisla pomoci mantisy a exponentu.



Realna Cisla v pevné radové Carce v pocitaci

Racionalni Cisla z pevného rozsahu a omezené presnosti lze zobrazit i v pevné radové carce.
Musi byt predem dano, mezi kterymi bity procesorového slova lezi radova Carka.

Priklad: Ve 32bitovém slové

- je nejvyssi bit znaménkovy,

- v dalSich 19 bitech je celd ¢ast mantisy (v pfimém kddu)
- ve zbyvajicich 12 bitech je zlomkova ¢ast mantisy.

Takto lze zobrazit cisla

od 219 4 912 —524287,99976 111111112111111111111 111111111111
do 219 _2—12 ~ 524287,99976 01111111111111111111 111111111111
krokem 212 0 0000000000000000000 000000000001



Realna Cisla v pevné radové Carce

Cisla v pevné ¢arce se pouzivaji malo a pokud se pouzivaji, tak hlavné u Cisel v desitkové
soustavé (BCD) pti praci s financnimi ¢astkami.

Nevyhody pevné raddové Carky:

- prilis omezeny rozsah,

11
- pri

liS omezend presnost.



Realna cisla ve tvaru mantisa—exponent

Desetinnd Cisla zapiSeme ve tvaru
m - z€
kde z je zaklad soustavy — prirozené Cislo vétsi nebo rovné 2,

e je celociselny exponent,
m je mantisa — desetinné Cislo zaokrouhlené na predem dany pocet mist.

Ptiklad: V &isle 6,02214076 - 10%° je mantisa 6,022 14076, exponent je 23 a zaklad
soustavy je 10.

Poznamka: Pro zapis Cisla ve tvaru mantisa—exponent se nékdy pouziva doslovny preklad
védecky zapis (scientific notation).

Cvi¢eni:  Jaky je fyzikalni vyznam &isla 6,02214076 - 1023 7
Vyhledejte.



Realna cisla ve tvaru mantisa—exponent

Stejné Cislo Ize pomoci mantisy a exponentu zapsat vice zpisoby:

602214 -10%> = 602214 -10® = 0,00602214 -10°° = 0,602214 -10°*

Je-li celd ¢ast mantisy nenulové jednociferné Cislo,
tj. stoji-li pred rddovou carkou jedna nenulova Cislice,
rikdme, ze zapis mantisa-exponent je v normalizovaném tvaru.

Cvi¢eni:  Ktery z uvedenych zapisii Avogadrova ¢isla je v normalizovaném tvaru?

Cvicéeni: Prevedte do normalizovaného tvaru cisla:

. h = 662,607 - 10736 Js
. ¢ =299792458 msL
. ~ = 0,00000000006674 m3 kg~ s



Realna cCisla v pohyblivé radové Carce v pocitaci

Reprezentace Cisel v pohyblivé radové Carce vychazi ze zapisu mantisa—exponent ve dvojkové
soustavé. Exponent je ve vysSich bitech, mantisa za nim.

Zaklad soustavy je 2.

V nejvys$im bitu je znaménko mantisy (bit O pro plus, bit 1 pro minus),

nasleduje exponent v kddu posunuté nuly,

nasleduji dvojkové Cislice mantisy za fadovou Carkou; mantisa je normalizovana a Cislice 1
pred rddovou Carkou se nezapisuje



Realna cCisla v pohyblivé radové Carce v pocitaci

Priklad: Podle normy IEEE 754 je v 64bitovém slové:

* 1 bit pro znaménko mantisy,

* 11 bitl pro exponent v kédu posunuté nuly (posun je o 1023 bity),
* 52 bitd pro Cislice normalizované mantisy, bez jedniCky pred carkou.

Poznamka: Cisla v pohyblivé ¥adové ¢arce maji v programovacich jazycich také svij typ,
napr. v jazyce C jsou to typy float a double.



Realna cCisla v pohyblivé radové Carce v pocitaci

Piiklad:  Cislo 0,3125 ve dvojkové soustavé je

0,3125 =2"24+27% = 00,0101, = 1,01,-22
0,3125 = 0 01111111101  010000......... 0
+ —2 125

0,3125 = 1,25 .22

Znaménko mantisy je plus, tedy bit O na nejlevéjsi pozici.
Exponent —2 v kédu nuly posunuté o +1023 je roven dvojkové 01111111101.

z mantisy pred binarni carkou se nezobrazuje, protoze v normalizovaném Cisle je

vzdy.
Zbytek mantisy za binarni ¢arkou je 010000...0.



Poznamka: Exponent 64bitového Cisla v pohyblivé Carce je ulozen v 11 bitech (bity 52 az 62)
v kodu posunuté nuly. Posunuti je o 1023 a pouzivaji se exponenty —1022 az 1023.
Cisla —1023 a 1024 na misté exponentu maji specialni vyznam.

exponent vyznam
1024 | 11111111111 | mantisa +0 = 400
mantisa —0 = —o0
mantisa nenulovd = NaN — nedefinovano

1023 | 11111111110
1022 | 11111111101

1 | 10000000000
0 | 01111111111 | (znaménko mantisy) - (1 + |mantisal) - Qexponent
—1 | 01111111110

—1022 | 00000000001
—1023 | 00000000000 | mantisa +0 = kladna nula

mantisa —0 = zdporna nula
mantisa nenulovd = denormalizované cislo




Cisla s denormalizovanou mantisou

Poznamka:

- Standardni nenulova cisla v pohyblivé ¢arce maji exponent od 00...0001 do 11...1110.

/

- Exponent 00...000 ma ¢&islo nula (s kladnym i zdpornym znaménkem mantisy).

- Exponent 00...000 mohou mit také Cisla velmi blizka nule, kterd vyjimecné nemaji
normalizovanou mantisu. U nich se predpokladd nejmensi mozny exponent (u 64bitovych
slov —1023) a na misté nezobrazeného bitu mantisy (pred fadovou Carkou) je nula.

Napriklad v 64bitovém slové jsou to &isla 271074 < x < 271022 3 ¢isla
01022 01074



Cviceni: V 16bitovém slové jsou Cisla v pohyblivé ¢arce ulozena takto:

- nejvyssi bit je znaménko mantisy,
- v dalSich 5 bitech je exponent s nulou posunutou o 15,

"VVvV/

Které je nejmensi a které je nejvétsi zobrazitelné Cislo s normalizovanou mantisou? Urcete,
jak jsou ulozena Ccisla

1

—1

-0,5
1,0625
11,78125



Zaokrouhlovaci chyby

Mnoho racionalnich Cisel nelze v pohyblivé ¢arce ulozit presné a musi se zaokrouhlit.

Napriklad, neuvazujeme-li zvlastni neciselné hodnoty, nulu a denormalizovana disla, Ize do
64bitoveho slova ulozit presné a bez zaokrouhlovani jen racionalni Cisla, jejichz absolutni

hodnota je
(14 k-27°%).2¢

pro celd &isla k, e, 0 < k < 2%, —1022 < e < 1023.

Ostatni realna &isla z intervalt (—=21024  _9—1022\ 4 /5—1022  51024) o Hhotteba zaokrouhlit na
9 9 J p

nejblizsi zobrazitelnou hodnotu.



Shrnuti

Na drovni instrukci procesoru se rozliSuji tfi zplisoby reprezentace prirozenych, celych
a desetinnych Cisel:

primy kod pro prirozend Cisla,

dvojkovy doplnék pro cela Cisla,

pohybliva radova carka pro realna cisla; v ni je
mantisa v primém kodu se dvoji nulou
a exponent v kédu posunuté nuly.

Cviceni:  Mnoziny vSech prirozenych, celych a redlnych cCisel jsou v inkluzi: N C Z C R.
ProC tedy procesor nepracuje jen s Cisly v pohyblivé radové Carce jako jedinym zplisobem
reprezentace cCisel?



